Dr. Theo Lettmann Paderborn, den 28. November 2003
Abgabe 8. Dezember 2003

Ubungen zur Vorlesung
Modellierung
WS 2003/2004
Blatt 7 Musterlésungen

KORREKTURAUFGABE 44 :
Bilden Sie zu den folgenden préadikatenlogischen Formeln eine zugehdrige pranexe Normalform.

a) a = Jz(P(x) VVyZ(y,2)) A Jx(H(z) V =32F (2, y, )

b) = Jx(A(z) A (VeB(z) VVyC(z))) — (JyD(y) A ~VyE(y))

¢) v =Jw(Iy(P(z) — Yo(-~Iz(H(z,y) V I2(F(z,y,2))))) — D(v))
d) 6 = Ju(=A(z) — (VaB(z) AV2C(2))) A =(Vy—D(z) V ~E(y))

L Osung:

Es gibt verschiedene Wege, eine pranexe Normalform herzustellen. Erfahrungsgemal passieren die
wenigsten Fehler, wenn zunachst eine Negationsnormalform hergestellt wird, d.h. Implikations-
und Aquivalenzzeichen durch die entsprechenden Formeln mit Junktoren- ersetzt werden

und die Negationen dann vor die Pradikate gezogen werden. Anschlie3end bringt man die Quanto-
ren nach vorn (gegebenenfalls gleiche quantifizierte Variable umbenennen) und transformiert den
Kern in KNF.

Pranexe Normalform voa:

Fu(P(x) v VyZ(y,x)) A3w(H(z) v -32F(2,y, 7))
Fu(P(x) VVyZ(y, x)) A 3w(H (x) VY2 F(2,y, )
Fu(P(v) VVwZ(w,v)) A 3Jx(H(z) VVz=F(z,y,x))
JoVwIzVz((P(v) V Z(w,v)) A (H(z) V —F(z,y,1)))

Pranexe Normalform vop:

Far(A(
Ja(A(z

R

Xz

A (VzB(z) VVyC(z))) — (FyD(y) N -VyE(y))
A

) ) ) A
)( (VuB(u) VVyC(z))) — (FvD(v )( —VwE(w))

~(3z(A(z) A (VuB(u) v VyC(2)))) V (FuD(v) A =VwE(w))
Ve—(A(z) A (VuB(u) VVyC(z))) V (FvD(v) A Jw-E(w))
Va(—A(z) V (Ju—-B(u) A Ely—| (x))) V (FvD(v) A Jw—-E(w))
Va(—A(z) Vv (3

u=B(u) A ~C(x))) V (SuD(v )AﬂwﬁE( )
VrIuFvIw((-A(z) V (ﬁB( ) A =C(x))) v (D( ) A E(w)))
VrIuFoIw(((=A(z) V ~B(u)) A (-A(z) V ~C(2)) V ( (u) A =E(w)))
Vr3uFvIw((=A(z) V ~B(u) V D(u)) A (= ( )V =Clx) v (U))/\
(mA(z) V 2B(u) V —E(w)) A (mA(z) V =C(2) V ~E(w)))
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Pranexe Normalform vom:

Fw(Fy(P(x) — Yo(=Fo(H (2, y) V 32F(2,y,7)))) — D(v))
~ Jw(=3y(=P(z) VVo(=3z(H(z,y) V I2F (2, y,2)))) V D(v))
~ Jw(Vy=(=P(z) vV Vo(-Fz(H(z,y) V 32F(2,y,7)))) V D(v))
~ Yw(Vy(P(z) A Jv=(—-Fz(H(z,y) V IzF(z,y,2)))) V D(v))
~ Yw(Vy(P(z) A Jv(Fz(H(z,y) ANVz—F(z,y,2)))) V D(v)
~ Yw(Vy(P(z) A (Fu(H (u,y) ANVz=F(z,y,u)))) V D(v))
~ YwVyIuVz((P(z) A (H(u,y) AN —F(z,y,2))) V D(v))
~ YwVyFuVz((P(z) vV D(v)) A (H(u,y) V D(v)) A (=F(2,y,2) V D(v)))

Pranexe Normalform vo:

E|$(—|A($) (VzB(z) ANVzC(x)))
Jx(A(z) V (VzB(z) AYuC(v))) A
Fu(A(u) v (V2B(2) A VoC(v)) A(
Fuv2Vo((A(u) V (B(z) A (y) ) A

A(u) Vv (B
JuV2Vo((A(u) V B(2)) A (A

Qe

)
)
)
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AUFGABE 45:
Zeigen Sie, dass folgende Formelpaare jeweils nicht logisch aquivalent sind. WéahlenSienfdir
2 moglichst einfache Interpretationen und mdglichst einfache Grundbereiche.

a) VadyP(x,y) undIyVaP(z,y)
b) Va(P(z) V —Q(x)) und (VxP(z)) V (Vx—Q(z))
C) dzP(x) <> JzQ(z) und3z(P(x) <« Q(x))

L Osung:

a) Gegenbeispiel fur logische Aquivalenz:

GrundbereictU = {1, 2}
3(P) ={(1,2), (2, 1)}

Es gilt dannS(Vz3y P(x,y)) = 1, aberS(aVyP(x,y)) = 0.

b) Gegenbeispiel fir logische Aquivalenz:

GrundbereictU = {1, 2}
3(P) = {1}
3(Q) = {1}

Es gilt dannS(Va(P(z) V ~Q(2))) = 1, aber3(Va(P(z)) V (Va—-Q(z))) = 0.



c) Gegenbeispiel fiir logische Aquivalenz:

GrundbereictU = {1,2}
3(P) = {1}
3(Q) = {2}

Es gilt dannS(3zP(z) < JxQ(z)) = 1, aberI(Jz(P(x) < Q(z))) = 0.

AUFGABE 46 :
Uberpriifen Sie die Korrektheit der folgenden Aquivalenzen mit Hilfe der Quantorenregeln. Benen-
nen Sie jeweils ALLE nétigen Regeln.

a) VaP(z) A 32Q(z) ~ VaIu: (P(x) A Q(x1))
b) JxQ(x) AVyP(z) ANVyP(y) = JaVy(Q(z) A P(z) A P(y))

¢) JaVz(~P(x) vV IyQ(y)) ~ Jz—Vy(P(z) A ~Q(y))

d) Va(P(x) A =(3yQ(y) A P(y))) = VaVz(P(x) A ~(Q(2) A P(y)))

L 6sung:

a) VaP(x)AJzQ(x)
~VrP(x) A Jr1Q(z)  (Umbenennung)
~ Vadr (P(x) A Q(z1)) (Quantifizierung)

b)  3zQ(z) NVyP(z) ANVyP(y)
~ JzQ(z) A P(2) AVyP(y)  (Quantorelimination)
~ JaxVy(Q(z) A P(2) A P(y)) (Quantifizierung)

) FavVz(=P(x) V IyQ(y))
~ Jdz(—P(z) VIyQ(y)) (Quantorelimination)
~ Jrdy(—P(z) VQ(y)) (Quantifizierung)
~ Jz—Vy(P(z) A =Q(y)) (Quantorwechsel)

d V(P
))) (Quantorwechsel)
))) (Umbenennung)
))) (Quantifizierung)
) (De Morgan)
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AUFGABE 47 :

Entwerfen Sie mit wenigen Befehlen einen Algorithmus, der bei Eingabe von zwei ganzen Zahlen
a undb den Rest der ganzzahligen Division berechnet. Benutzen Sie hierzu die in der Vorlesung
vorgestellte einfache Programmiersprache.

Vorbedingung {a,b € Nunda > 0 undb > 0}
Nachbedingung{c = a modb}

L Osung:
Als vollstandigen Algorithmus erhalten wir:

{a,b € Nunda > 0undb > 0}
begin
c:=aqa;
while (¢ > b) do
c:=c—b
end
{¢ = a modb}

AUFGABE 48
Wenden Sie bei den folgenden Verifikationen die Zuweisungsregel und die Abschwéchungsregeln
an und bestimmen Sie so die Nach- bzw. Vorbedingungen.

a) {2 < b}
a:=b;

b) {a=c+2} = {..}
b:=a—2;

c) {...}
a:=a—2;
{2>a-2}

d) {a<b} —{..}
c:=0—2;

e) {a=0} —{.}
a:=a-+2b+1;
{a=0*+2b+1}
b:=0b+1;

(.



hy .}

a:=a—Db

{a =2}

9) {a = Zb:z} — {2}

i=1
a:=a+b+1;

I

L Osung:
Ldsung in blau ergéanzt.

a) {2 <b} - {2<bundb = b}
a:=b;
{2 < bunda = b}

b) {a=c+2} ={a=c+2unda—2=a—2}
b:=a—2;
{a=c+2undb=a—2}

C) {2>a—4}
a:=a—2;
{2>a-2}

d) {a <b} - {a<bundb—2=0b-2}
c:=b-—2;
{a <cundc=10b-2}

e) {a=b}—{a+20+1=0"+2b+1}
a:=a-+2b+1;
{a=0*+20+1} - {a=(b+1)?*}
b:=0+1;

{a =07}

f) {a —b>2}
a:=a—Db
{a =2}

9 {o=lii} - {aror1=xii)
=a+b+1;
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