Johannes Blomer Paderborn, den 10. Mai
u.v.a.m.

Musterlosungen zur Vorlesung
Datenstrukturen und Algorithmen
SS 2004
Blatt 2

AUFGABE 1:

1. Die Invariante fiir die duflere Schleife ist recht einfach.

Invariante fiir Zeilen 1-5: Vor Durchlauf der Schleife fir Index i enthdlt A[l..i—1] die
1— 1 kleinsten Zahlen der Fingabe in sortierter Reihenfolge. Die iibrigen Fingabezahlen
stehen in Ali..n], wobei n = length|A].

Die Invariante fiir die innere Schleife ist etwas komplizierter.

Invariante fiir Zeilen 2-5: Vor Durchlauf der Schleife fir Index j ist A[j] das Mini-
mum der Zahlen in A[j..n], wobei n = length[A].

Wir zeigen zunéchst die Invariante fiir die innere Schleife.

Initialisierung: Unabhéngig vom Wert der Variablen ¢ wird die innere Schleife zunéchst
immer mit dem Index j = length[A] = n aufgerufen. Die Invariante sagt, dass vor dem
Durchlauf mit Index n die Zahl A[n] das Minimum der Zahlen in A[n..n] = A[n] ist.
Dieses ist sicherlich korrekt.

Erhaltung: Sei die Invariante fiir die Schleife in Zeilen 2-5 vor dem Durchlauf mit Index
j erfiillt. Die Abfrage in Zeile 3 bestimmt dann das Minimum von A[j] und A[j —1]. Da
aber A[j] nach Voraussetzung das Minimum der Zahlen in A[j..n] ist, wird durch diese
Abfrage das Minimum der Zahlen in A[j —1..n] bestimmt. Weiter wird dieses Minimum
in Zeile 5 an die Position j — 1 gesetzt. Somit ist vor dem Durchlauf der Schleife mit
Index j — 1 die Zahl A[j — 1] das Minimum der Zahlen in A[j — 1..n] ist.

Terminierung: Betrachten wir die innere Schleife bei Durchlauf fiir j = n bis j = i+1,
also wenn ¢ der Wert des Indexes der dufleren Schleife ist. Die Invariante fiir die Schleife
in Zeilen 2-5 sagt dann, dass A[i] das Minimum der Zahlen in A[i..n] ist.

Die Invariante fiir die innere Schleife werden wir nun nutzen, um die Invariante der
dufleren Schleife zu zeigen.

Initialisierung der Invariante fiir Zeilen 1-5: Vor dem Durchlauf mit ¢ = 1 besagt
die Invariante, dass A[1..0] die ersten 0 Zahlen der Eingabe in sortierter Reihenfolge
enthélt. Da das Array zu diesem Zeitpunkt leer ist, ist diese Aussage korrekt.



Erhaltung: Vor dem Durchlauf mit Index i enthélt nach Voraussetzung das A[1..i — 1]
die ¢ — 1 kleinsten Zahlen der Eingabe in sortierte Reihenfolge. Die iibrigen Eingabe-
zahlen stehen in A[i..n]. Nun sagt aber die Invariante fiir die innere Schleife, dass nach
Terminierung der inneren Schleife das Minimum der Zahlen in A[i..n] nun durch A[i]
gegeben ist. Damit enthélt nach Durchlauf der dufleren Schliefe mit Index ¢ und somit
vor Durchlauf der dueren Schleife mit Index i 4+ 1 das Teilarray A[l..i] die i kleinsten
Eingabezahlen in sortierter Reihenfolge. Ausserdem sind in A[i 4 1..n] die iibrigen Ein-
gabezahlen gespeichert, da die innere Schleife nur die Reihenfolge der Zahlen in Ali..n]
vertauscht.

Terminierung: Die Invariante sagt, dass vor Durchlauf der dufleren Schleife mit Index
n + 1 das Teilarray A[l..n] die n kleinsten Eingabezahlen in sortierter Reihenfolge
enthélt. Dann aber ist das gesamte Array sortiert. Algorithmus Bubble-Sort sortiert
damit korrekt.

Jeder Durchlauf der Schleife in Zeilen 2-5 erfordert héchstens eine konstante Anzahl
von Basisoperationen. Sei ¢ eine obere Schranke fiir die Anzahl der Basisoperation, die
ein Durchlauf der inneren Schleife erfordert. Fiir jeden Index ¢ der dufleren Schleife
wird die Zeile 3 innere Schleife genau n — ¢+ 1-mal durchlaufen. Die Zeile 5 wird genau
n — i-mal durchlaufen. Alle Durchldufe der inneren Schleife fiir den Index 7 erfordern
somit hochstens ¢(n — i + 1) Basisoperationen. Dieses gilt auch fiir den Durchlauf mit
1 =mn+ 1, in dem nur noch festgestellt wird, dass die Schleife beendet ist. Damit ist die
Gesamtzahl der Basisoperationen beschrinkt durch

n+1 n+1 n+1 n

Zc(n—i+1) = cZn—cZ(i—l) = cn(n+1)—cZz’
= cen(n+1)—sn(n+1) = n(n+1).

Die Gesamtzahl der Basisoperation ist also beschrinkt durch an? fiir eine Konstante a.

AUFGABE 2:
Hier ist zunéchst der Algorithmus in Pseudocode.

1.

O UL i W N

Da es sich um einen rekursiven Algorithmus handelt, beschreiben wir den Algorithmus
fiir ein beliebiges Teilarray A[p..r] und gesuchten Wert v. Die Eingabe fiir den Algo-
rithmus besteht als aus dem Array A, zwei Indizes p,r mit p < r, sowie dem gesuchte
Wert v.

BINARY-SEARCH(A, p,r, v)

ifp=r
then if Ap]=v
then return p
else return NIL
else ¢« [2F]
if v = Alq|
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then return ¢

else if v < Alq]
then BINARY-SEARCH(A,p,q — 1,v)
else BINARY-SEARCH(A,q+ 1,7,v)

Wir argumentieren informell, warum der Algorithmus korrekt ist, also bei Eingabe
A, p,r,v entweder einen Index p < i < r findet mit A[i] = v oder, falls es einen solchen
Index nicht gibt, den Wert NiL ausgibt. Die Zeilen 1-4 sind der Basisfall. Gilt ndmlich,
dass A[p..r] nur noch ein Element enthilt, so muss dieses v sein, damit der Index p
ausgegeben wird. Sonst muss NIL ausgegeben werden. Besteht das Array damit nur
noch aus einem Element arbeitet der Algorithmus korrekt.

Enthilt das Array mehr als einen Eintrag, kommen die Zeilen 5-10 des Algorithmus zum
Einsatz. Zunachst wird der Mittelpunkt ¢ des Arrays berechnet. Dann gibt es drei Félle
zu betrachten. Es kann sein A[g] = v. Dann muss ¢ ausgegeben werden. Dieses wird
durch die Zeilen 6 und 7 sichergestellt. Gilt A[q] # g, so muss v entweder in der unteren
oder der oberen Hilfte des Arrays gesucht werden. Da wir annehmen, dass das Array
sortiert ist, konnen wir durch den Vergleich von v mit A[g] entscheiden, in welcher Hilfte
weiter gesucht werden muss. Der Vergleich mit Afg] und die (rekursive) Suche nach v
wird im Pseudocode durch die Zeilen 8-10 realisiert. Damit ist der Algorithmus korrekt.
Wird er mit den Parametern A, 1,length[A] und v aufgerufen, findet er entweder ein 4
mit A[i] = v oder er liefert den Wert N1L, falls der Wert v nicht im Array auftaucht.

. Nun zur Laufzeit. Sei n = r — p+ 1, also die Anzahl der Elemente im Teilarray A[p..r].

Gilt n = 1, so werden nur die ersten vier Zeilen des Pseudocodes durchlaufen. Dieses
erfordert konstant viele Basisoperationen.

Ist n > 1, so erfordern die Zeilen 1-8 insgesamt hochstens konstant viele Basisoperatio-
nen. Hinzu kommt dann aber noch ein rekursiver Aufruf des Algorithmus. Allerdings
hat das Teilarray fiir den der rekursive Aufruf erfolgt, Grofle kleiner als n/2. Fiir die
worst-case Laufzeit T'(n) des Algorithmus BINARY-SEARCH erhalten wir damit die fol-
gende Rekursionsgleichung.

c fallsn <1
T(n) <
T(n/2) + ¢ sonst

Hierbei ist ¢ eine Konstante, die sowohl den Aufwand fiir den Fall n = 1 als auch den
Aufwand fiir die Zeilen 1-8 im Fall n > 1 abschétzt.

Wir erhalten

T(n) < T(n/2)+c < T(n/4)+c+c = T(n/4)+2c
< T(n/8) +c+2c = T(n/8)+3c
é T(n/2) +i-c.

Fiir 7 = [log(n)] gilt n/2* < 1. Damit erhalten wir

T(n) < T(1) + Nlog(n)]e = c([log(n)] + 1.



